
Uber das optische Kernmodellt 
V o n FRANCISCO MEDINA NICOLAU * 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik und Astrophysik, München 
( Z . N a t u r f o r s c h g . 16 a , 6 0 3 — 6 1 1 [ 1 9 6 1 ] ; e i n g e g a n g e n am 22. D e z e m b e r 1960) 

In this paper we derive the SCHRÖDINGER equation satisfied by the neutron wave function when 
this is averaged over an energy interval which is much greater than the average level spacing be-
tween the resonances of the compound nucleus. The potential involved in this equation is a non-
local one, and is given in terms of the interaction between the neutron and the target nucleus and 
the wave functions of the target and the compound nucleus. The wave function of the system is 
totally antisymmetrized in order to satisfy the P A U L I exclusion principle. Using a SERBER force for 
the two body interactions and a F E R M I gas mode l for the wavefunctions of the target and the com-
pound nucleus, we estimate the magnitude of the real and imaginary parts of the potential used 
in the optical model of the nucleus. 

In der hier vorgelegten Ableitung des optischen 
Kernmodells für Kernreaktionen mit Neutronen 
niedriger Energie 1 benutzen wir einen Formalismus, 
der große Ähnlichkeit mit der Methode des Stoß-
Komplexes 2 ' 3 (collision complex) besitzt. Die Ab-
weichung von den üblichen Formalismen4 o besteht 
in der Weise, in welcher die Wellenfunktion des Sy-
stems im inneren Gebiete des Konfigurationsraumes, 
dem Gebiet, in welchem alle Teilchen des Systems 
sehr stark miteinander in Wechselwirkung treten, 
ausgedrückt ist. In diesem Gebiet entwickelt man ge-
wöhnlich nach einem diskreten und vollständigen 
System von Funktionen, die Eigenfunktionen der 
gesamten HAMiLTON-Funktion sind und bestimmte 
Grenzbedingungen am Rande des inneren Gebietes 
befriedigen. 

In dieser Arbeit dagegen setzen wir die Wellen-
funktion der Relativbewegung des Eingangskanals 
im inneren Gebiet fort und drücken sie in der Ent-
wicklung der Wellenfunktion des ganzen Systems 
explizit aus. Unter Benutzung einer zweckmäßigen 
Gewichtsfunktion mittein wir dann die Wellenfunk-
tion der Relativbewegung über die Energie und fin-
den, daß die so gewonnene Funktion eine SCHRÖDIN-
GER-Gleichung mit einem nicht lokalen Potential be-
friedigt, für welches das vom optischen Kernmodell 
benutzte lokale und komplexe Potential einer Nähe-
rung entspricht 6. 

In dem hier aufgestellten Formalismus ist das 
PAULi-Prinzip sehr einfach zu befriedigen, indem 

t D 7. 
* Gegenwärtige Adresse : Instituto de Fisica de la Universi-

dad de Mexico , Mex i co D.F. 
1 H. FESHBACH, C. P O R T E R U. V. W E I S S K O P F , Phys. Rev. 96 , 448 

[1954] . 
2 H. A. BETHE, Rev. Mod . Phys. 9, 69 [ 1 9 3 7 ] . 
3 N. F. M O T T U. A . S. W . M A S S E Y , The Theory of Atomic Col-

lisions, Oxford 1949. 

man die Wellenfunktion des Systems antimetrisch 
in den Koordinaten aller Teilchen schreibt. 

Wir finden in Abschnitt 1 die Gleichung für die 
Amplitude der Relativbewegung und leiten in Ab-
schnitt 2 für Einkanalreaktionen die Gleichung ab, 
die die gemittelte Wellenfunktion der Relativbewe-
gung befriedigen muß. In Abschnitt 3 berücksichti-
gen wir das PAULi-Prinzip, nehmen eine SERBER-
Kraft zwischen den Nukleonen an und schätzen unter 
einigen vereinfachenden Annahmen den Wert des 
Real- und Imaginärteils des komplexen Potentials 
ab. 

1. Allgemeiner Formalismus 

Es sei 'jPa eine Eigenfunktion des Gesamt-HAMiL-
TON-Operators H des Systems; der zugehörige Ener-
gieeigenwert sei E 

HWa = EWa. (1) 

Da wir ein Streuproblem behandeln, liegt der Eigen-
wert E im Kontinuum. Der Index a weist auf den 
Eingangskanal hin; wir betrachten eine Kernreak-
tion, die im Kanal a begonnen hat. Ein Kanal wird 
im allgemeinen definiert durch die inneren Quanten-
zahlen, wie Anregungsenergie, Spin usw. des ein-
laufenden Teilchens und Zielkerns bzw. auslaufen-
den Teilchens. Im beliebigen Kanal ß seien die Wel-
lenfunktionen für die innere Struktur dieser Teilchen 
durch yj', %ß", usw. gegeben; sie sind Eigenfunk-
tionen von HAMiLTON-Operatoren Hßr, Hß" , usw. mit 
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Eß', Eß" , usw. als Eigenwerten. Wir nehmen an, daß 
die innere Wellenfunktion jedes Teilchens das P A U L I -

Prinzip befriedigt. 
Wenn wir uns auf Kanäle beschränken, die nur 

je zwei Teilchen enthalten, ist das asymptotische 
Verhalten der Wellenfunktion im Kanal ß durch 

~ <paß{Xß) Iß ( l 7 » - > o o ) ( 2 ) 

gegeben. Hier steht Xß für das Produkt der Wellen-
funktionen yj' und Xß" der im Kanal ß anwesenden 
Teilchen. Die Funktion yj befriedigt die Gleichung 

Hßyj = EßXß, (3) 

wobei Hß = Hß' + Hß" die Summe der H A M I L T O N -

Funktionen der Teilchen im Kanal ß ist und 
Eß = Eß' + Eß" die Summe der inneren Energien; sie 
erfüllt die Normierungsbedingung 

i%ß,Yj) = 1 • (4) 

Die Funktion <paß, die nur vom Vektor Xß der relati-
ven Lage abhängt, ist die Wellenfunktion der Rela-
tivbewegung in diesem Kanal. Wenn rß gegen Un-
endlich geht, enthält <paß für ß a nur eine auslau-
fende Welle und für ß — a ein- und auslaufende Wel-
len. 

Für beliebige Xß definieren wir nun die Wellen-
funktion der Relativbewegung im Kanal ß als 8 

<Paß (Vfi) = (%/?, Ya)Xß, (5) 

obwohl der Begriff von Relativbewegung problema-
tisch wird in Bereichen, in denen die Teilchen ver-
schmelzen. Für große Xß reproduziert die rechte 
Seite von Gl. (5) wegen Gl. (4) die in Gl. (2) ein-
geführte Funktion cpaß{Xß). 

Für alle Punkte des Konfigurationsraumes können 
wir dann schreiben 

¥
a
 = ZVaßMXß+Va. (6) 

ß 
Aus Gl. (2) schließt man sofort, daß Wa Null sein 
muß für r/S—> oo . Wir führen nun folgende Defini-
tionen ein 

<Z>a= ]?<PaßXß (7) 
ß 

und <Paß = 2 <P«r Xr + SV- (8) 

y* ß 

Aus Gl. (5) folgt (yj, <Paß)tß = 0 . (9) 

8 Im allgemeinen bedeuten runde Klammern skalare Pro-
dukte. Die Integration wird immer erstreckt über alle 

Um eine Gleichung für <paß zu erhalten, bilden 
wir das skalare Produkt von Gl. (1) mit yj, das 
wegen Gl. (8 ) die Form 

(;iß,{H-E) <paßXß)Xß=-(Xß,(H-E) $aß)Xß (10) 

annimmt. Auf Grund der Gin. (3) und (4) kann 
die linke Seite von Gl. (10) geschrieben werden als 

(Tß-Eß) <paß+ (Xß, VßXß<Paß)tßi (11) 

wobei Tß der Operator der Relativbewegung, 
eß = E — Eß die kinetische Energie der Relativbewe-
gung der Teilchen für rß—> oo und Vß ihre Wechsel-
wirkung im Kanal ß sind. Die rechte Seite von 
Gl. (10) hat wegen Gl. (9) die Gestalt 

(Xß,Hß$aß)tß+(Xß,Vß$aß) tß. (12) 

Wir zeigen jetzt, daß in Gl. (12) der erste Term 
verschwindet. Dazu wenden wir den GREENschen 
Satz an in jenem Teil des Konfigurationsraumes, in 
dem die Wellenfunktion Xß definiert ist. Da diese 
einen gebundenen Zustand darstellt, verschwindet 
sie an der Oberfläche dieses Gebietes, d. h. wenn die 
inneren Ortskoordinaten der Teilchen im Kanal ß 
gegen unendlich streben. Damit geben die Oberflä-
chenterme im GREENschen Satz keinen Beitrag. We-
gen Gin. (3 ) und (9) gilt also 

(Xß , Hß <Paß) Xß = (Hß Xß , $aß) xß = Eß {yj , $aß) = 0 . 
(13) 

Wegen Gin. ( 1 1 ) , (12) und (13) können wir also 
Gl. (10) in der Form 

(Tß - Eß) <paß = - (Xß, Vß Wa)Xß (14) 

schreiben. Gl. (14) kann übrigens auch direkt aus 
der Definition, Gl. (5) durch Anwendung des Ope-
rators (Tß — Eß) abgeleitet werden. 

Mit W I G N E R 4 führen wir folgende Annahmen ein: 

a) Für jeden Kanal ß gibt es einen Minimalwert 
Rß von rß mit Vß = 0 für rß> Rß . 

b) (Xß5 Xr) tß = 0 für rß>Rß , y + ß. Um diese 
Skalarprodukte durchzuführen, drücken wir die Ko-
ordinaten der Wellenfunktion Xr als Funktion der 
Koordinaten der Wellenfunktion yj und Xß aus. Die 
Integration im Skalarprodukt wird über alle Ko-
ordinaten von yj erstreckt. Somit ist dieses eine 
Funktion von Xß. 

Variablen mit Ausnahme derer, die rechts unten an der 
Klammer explizit angegeben sind. 



Die Annahmen a) und b) sind sicher richtig für 
Rß—> oo . Für endliche Werte von Rß drückt a) die 
Tatsache aus, daß die Kernkräfte eine kurze Reich-
weite haben, und b) besagt, daß in jenem Gebiet 
des Konfigurationsraumes, in dem die Funktion Xß 
ihren Maximalwert annimmt, der Wert von Xr s e^r 
klein ist (y 41 ß) • Den Teil des Konfigurationsrau-
mes, der durch die Bedingung rß<Rß für alle ß 
definiert ist, nennt man inneres Gebiet. 

In der vorliegenden Entwicklung lassen wir die 
nicht geöffneten Kanäle außer Betracht, deren Bei-
trag zu der Wellenfunktion des Systems in ¥a ent-
halten ist. Damit folgt aus der Definition Gl. (5) 
und der Annahme b) 

( S V ) * , « 0 , ( 3 ¥ V / 3 r ^ = 0 . (15) 

Diese Bedingungen bedeuten, daß sowohl die Wel-
lenfunktion der Relativbewegung im Kanal ß als 
auch ihre Normalableitung am Rande des inneren 
Gebietes stetig sind. 

Nun führen wir 4 ' 9 ein System von Funktionen Xs 

ein, die Eigenfunktionen der gesamten H A M I L T O N -

Funktion mit Es als Eigenwerten sind 

HXS = ESXS. (16) 

Wir fordern, wenn wir uns auf Drehimpuls Null für 
die einfallenden Teilchen beschränken, für sie die 
Randbedingung 

(d(rßXs)/drß)Rß = 0 . (16 a) 

Die Eigenwerte Es sind reell. Die Funktionen sind 
orthogonal und mögen normiert sein: 

(Xs,Xs')=Sss>. (16 b) 

Wir nehmen weiter an, daß H ein gegen Zeitumkehr 
invarianter Operator ist, und daß daher die Eigen-
funktionen Xs reell angesetzt werden können. Das 
so definierte Funktionensystem wird als vollständig 
angenommen. 

Wir entwickeln lI'd im inneren Gebiet nach dem 
System der Xs 

Va' = (17) 
s 

mit Csa(E) = (Xs, ¥a'). (17 a) 

Diese Koeffizienten hängen nur von der Energie E 

9 J . M . B L A T T U. V . F . W E I S S K O P F , Theoretical Nuclear Physics, 
John Wiley & Sons, New York 1952. 

des Systems ab. Aus Gin. (1) und (16) folgt 

csa(E) = -±—{(HXs, ¥a') - (Xs,HWa') (18) 
Ls — t 

~(XS,(H~E) 0a)}. 

Durch Anwendung des GREENschen Satzes auf das 
innere Gebiet bekommen wir 

(Xs,HVa') = (HXs,Ya'), 

da die Oberflädienterme wegen Gl. (15) verschwin-
den. Damit reduziert sich Gl. (18) auf 

Csa(E) = - -^-(XsAH-E) 0a). (19) 
Ls — L, 

Wegen Gin. (17) und (19) können wir schließlich 
Gl. (14) als 

(Tß - Eß) <Paß (r/9) = - {Xß, Vß 0 a) Xß (20) 

+ 2 e^E (Xß> V^Xs)tß(Xs, (H-E) 0a) 

schreiben. 
Eine andere Form für Gl. (20) kann man aus 

Gl. (5) gewinnen. Wegen der Gin. (6) , (17) und 
(19) nimmt die Definition Gl. (5) folgende Gestalt 
an: 
<faß(Xß) = (Xß, 0a)xß (21) 

- 2 ETZJ i x ß ' X s ) { X s A H ~ E ) • 

Im Anhang wird der Zusammenhang zwischen 
dem hier aufgestellten Formalismus und dem S-
Matrix-Formalismus untersucht. 

2. Die gemittelte Amplitude 

Im folgenden beschränken wir uns auf Reaktio-
nen, bei welchen der einzige geöffnete Kanal der 
Eingangskanal ist. Ferner nehmen wir an, daß der 
Bahndrehimpuls im Eingangskanal Null ist. Dies ist 
der Fall z. B. bei Reaktionen mit Neutronen, deren 
Energie genügend klein und kleiner als die Energie 
des ersten angeregten Zustandes des beschossenen 
Kernes ist (die Kopplung mit dem elektromagneti-
schen Felde sei vernachlässigt). 

Wir wählen jetzt ein Energieintervall I, dessen 
Schwerpunkt bei £ a 0 liegt, und das viel größer als 
der Abstand zwischen benachbarten Resonanzen des 
compound-Kernes ist, aber doch genügend klein, um 
Größen, wie die Wellenzahl ka des einfallenden Teil-
chens, als konstant ansehen zu können. Mit einer ge-
eigneten Gewichtsfunktion g(£a — £ao,/) mittein wir 



die Amplitude der auslaufenden Welle im Eingangs-
kanal und definieren 10 

konstant über / angesehen werden darf: 

S(e0) = fg(£'-e0,/)S(e') de'. (22) 

Dies ist gerade die Amplitude der auslaufenden 
Welle von 

oo 
V (r , e0) = fg (e - e0. /) <p (r, e) de, (23) 

ö 
wenn wir nur im Wechselwirkungsbereich, d. h. für 
r R mittein und die so gewonnene Wellenfunk-
tion im Eingangskanal nach außen fortsetzen. Statt 
der von FESHBACH, PORTER und WEISSKOPF 1 benutz-
ten Gewichtsfunktion 

g ( . - * , / ) - { ° f Ü r (24) 
(1II für ! e - £ „ | S / / 2 , 

verwenden wir die Gewichtsfunktion 11 

g(e-e0.I) = 1 1 
. , • (25) 71 (£-f0)- + /L 

Da wir / £0 annehmen, können wir dann die In-
tegrale in den Gin. (22) bzw. (23) von — oo bis 
+ oo erstrecken, ohne merkliche Fehler zu begehen. 

Nun gilt mit der durch Gl. (25) definierten Ge-
wichtsfunktion wegen des CAUCHYschen Satzes für 
jede in der oberen Hälfte der komplexen is-Ebene 
analytische Funktion f{E), für die der Grenzwert 
von \ f (E) \ / \ E \ für j E j —> oo in dieser Halbebene 
beschränkt ist, die Gleichung 

+ oo 
/ ( e 0 ) = j g ( e - e 0 , I ) f ( e ) de' = / ( e 0 + i / ) . 

(26) 

Für die Wellenfunktion cp{X, e) gilt sinngemäß Gl. 
( 2 0 ) , die wir noch einmal mit der jetzigen Bezeich-
nung (nur ein Kanal geöffnet) anschreiben 

( 7 - - e ) ^ ( r , e ) = ~(z,Vx<p( r , e ) ) t (27) 

+ , iz,VX,)t(X„(H-E)X<p{e)). 
8 Eg~E 

Im Anhang wird gezeigt, daß sowohl (p(x, e) als 
audi (T — e) q?(x,e) die für die Gültigkeit von Gl. 
(26) erforderlichen Voraussetzungen erfüllen. 

Der Mittelwert der linken Seite von Gl. (27) kann 
ohne Schwierigkeit ausgewertet werden, da E als 

10 Saß gibt die Amplitude der auslaufenden Wel le im Kanal ß 
an, wenn die Kernreaktion im Kanal a angefangen hat. 
Da wir hier nur mit einem Kanal zu tun haben, werden wir 
den Index a weglassen und Saa=S setzen. 
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= I + (31) 

(T-e) <p(x,e) = (T-e0-iI)y>(T,e0 + iI) (28) 

f&(T-e0) p(X, e0). 

Für den ersten Term der rechten Seite von Gl. (27) 
gilt 

(z:vz7f(x.e))t - (x, V x V (X, e0) ) r , (29) 

da sowohl x als auch V unabhängig von der Energie 
der einfallenden Teilchen sind. 

Um den Mittelwert des zweiten Gliedes der rech-
ten Seite zu gewinnen, definieren wir 

(r, e) = (x, VXs)r (Xs,{H-E)z<p(e)). (30) 

Nun ist nach einer einfachen Rechnung 

~~g»(r, e) l Es-E, . E*-E . • 
•g(Es-E0,I) as (r, e0 + il). 

Als Folge der Gin. (30) und (26) gilt 

as( X, £0 + H) = (X, V Xs) t (Ars ,(H-E0) zw («o)) • (32) 
Mit Hilfe der Gin. ( 2 8 ) , ( 2 9 ) , (31) und (32) 

können wir jetzt die aus Gl. (27) gewonnene Glei-
chung für cp (r, £0) in der Form 

(T-e0)<p(x,e0) = (-V + W1 + i'W2)y(x, e8) 
(33) 

schreiben. 
Hier ist bei 

Vy(x,e0)=(x,Vxv(x,e0)\, (33 a) 

^i<p(r,£0)= * %(ES-E0) g(Es-E0,l) ( 3 3 b ) 
s 

• (Z,V Xa){X„{H-E0) z v M ) , 

p (X, e0) = * 2 e& -Eo>') (x, V Xs) r (33 c) 

•(XS,(H-E0)zv(e o ) ) . 

V stellt in einer ersten N ä h e r u n g das gemittelte P o -

tential dar, das das einfallende Teildien im Kern-
inneren vorfindet; die Absorption des Teilchens ist 
durch den HERMiTEsdien T e i l v o n u n d den anti-

HERMiTEschen T e i l v o n Tt\ best immt . 

Ebenso läßt sich Gl. ( 2 1 ) , die jetzt in der Form 

y (X, X.) r (Xs ,(H-E) XV (e)) = 0 

gesdirieben sei, mittein. Man findet 

CW1' + iW2')ip(i,e0)=0. (34) 



Dabei gilt 

-Eo) g (Es-E0, / ) 
s 

•(X,Xs)x(Xs,(H-E0)Xy(e0)), 

W2'y(v, e0) = Jc£g(Es-E0,I) (z, X,)t (35) 

'{X„(H-E9)zv(e0)). 

Gl. (34) besagt, daß die Projektion ( x , X s ) t von 
Xs auf die Funktion % einen Nullbeitrag zu Gl. (33) 
liefert, wie man sich leicht überzeugen kann. Wir 
werden diese Tatsache in der numerischen Abschät-
zung des komplexen Potentials in Abschn. 3. benut-
zen. 

3. Berücksichtigung des Pauli-Prinzips 

Im vorigen Abschnitt konnte die Wellenfunktion 
des Systems nur in bezug auf die Koordinaten der 
Teilchen des Zielkernes antimetrisch sein. Wir wol-
len jetzt diesen Mangel beheben, indem wir die Wel-
lenfunktion des Systems antimetrisch in den Koordi-
naten aller Nukleonen schreiben. 

Falls die kinetische Energie des einfallenden Neu-
trons kleiner ist als die Schwelle für irgendwelche 
Reaktion, so ist das asymptotische Verhalten der 
Wellenfunktion des Systems gegeben durch 

¥ - ( l - £ P 0 i ) X ( 0 ) < p ( 0 ) , (36) 

wobei die Wellenfunktion des beschossenen Ker-
nes ist, die von den Koordinaten der Teilchen 1 bis A 
abhängt und in diesen antimetrisch ist; cp•0) ist die 
Wellenfunktion der Relativbewegung und beschreibt 
einen Neutronzustand mit einer bestimmten Spin-
richtung. Der Operator Poi ist folgendermaßen de-
finiert 

PoiX{0) <P(0) = ( - l ) ' " _ 1 Z ( i ) <P{i), 

wobei x^ v o n den Koordinaten des Teilchens i nicht 
abhängen soll, also 

Der Index i faßt dabei Orts-, Spin- und Isospin-
koordinaten zusammen. 

Die Wellenfunktion der Relativbewegung ist durch 

gegeben. Die Wellenfunktion des Gesamtsystems 
werde in der Form 

mit 0 = ( l -j]P<>i)x{0)<P{0) (37) 

geschrieben. <P und W sind offenbar antimetrisch 
in den Koordinaten aller Teilchen. Die Funktion ' 
wird dann nach den Funktionen Xs entwickelt, die 
antimetrisch in den Koordinaten aller Teilchen sein 
sollen. 

Die Gleichung für cp(°> ist durch Gl. (20) gegeben, 
wenn wir dort für 0 a die durch Gl. (37) definierte 
Größe 0 einsetzen 

(7-0 - e) cp«» = - (Z(0), V0(l - A P01) xw <P(0))ro 

•(XS,(H-E)XW<PW). (38) 

Wie im Anhang gezeigt wird, befriedigt cp̂ > die in 
Zusammenhang mit Gl. (26) für f (E) geforderten 
Voraussetzungen. Dann können wir wieder das Mit-
telungsverfahren anwenden und erhalten für cp^ 
folgende Gleichung 

(To - £o) <p(0) ( r 0 , e0) = ( - v + wt + i w2) <pV» ( r 0 , eo) 

(39) 
mit 

* <F(0) do> £o) = (X{0\ V0(l -A P01) xw (£0 ) )r o , 
(40 a) 

^i<P(0)(r0,*0)= ~X(Es-E0)g(Es-E0,I) 

• (x, v0 Xs) to (Xs, (H - E0) *«» (e0) )(A + 1), 
(40 b) 

<P(0)(x0,e0)=n£g(Es-E0,1) (x, V0 Xs)Xo 

•(XS,(H-E0) xi0)^°He0)) M + l ) . ( 4 0 c ) 

In der folgenden Abschätzung des komplexen Poten-
tials wollen wir die rechte Seite von Gl. (39) durch lo-
kale, energieabhängige Potentiale V(e) und W (e) 
approximieren. In dieser Näherung wird dann Gl. (39) 
geschrieben 

(T0 - 80) <p(0) (r, £o) = ( - V (e) + i W (e)) cpW (r, £ o ) . 
(41) 

Für die nun folgende Abschätzung der Potentiale 
T^(E) und 'W(E) nehmen wir an 

a) Die Wellenfunktionen sowohl des Zielkernes als 
auch des CoMPOUND-Kernes sind durch SLATER-Determi-
nanten dargestellt. Für schwere Kerne ist der Ortsanteil 
der Einteilchenfunktionen durch im Kernvolumen nor-
mierte ebene Wellen gegeben. 

b) Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist 
eine Summe von Zweiteilchen-Wechselwirkungen 

A 
F 0 = (42) 

i = 1 



mit Voi = f o i ( l + x Pot) . (42a) 

Die Größe foi hängt dabei nur vom Abstand der Teil-
chen 0 und i ab; Po i ist ein Operator, der die Orts-
koordinaten der Teilchen 0 und i austauscht. 

a) Realteil des Potentials 

Wir nehmen an, daß der Realteil des komplexen 
Potentials durch Gl. (40 a) gegeben ist. Der Beitrag 
der Terme (40 b) und (40 c) ist vermutlich sehr klein 
im Vergleich mit (40 a), wenn man die durch das Ein-
dringen des Neutrons hervorgerufene Polarisation im 
Zielkern vernachlässigen kann. Unter den obigen An-
nahmen a) und b) nimmt Gl. (40) die Form 

V p«>) =V v«»+V pM (43) 

an, wobei gilt 

V<p«>) = f dx1/01 (ae(xl)+ßg(xl,i0) Pr0i)<p®, (43 a) 

V" ^(0) = _ Jdrt dr2 /02 Q (r t , r0) 

•{l p(h)+^Q(h,h))Poi ^ 

mit a = 1 — x/4 , ß— — u n d (43 

0 
Q = 4JI R3/3 , R = r0 A1'*, kF = (9 n/8 r03)1/s - 1,52 r0 . 

£>(r, r') bzw. e(r) sind die gemischte bzw. gewöhnliche 
Dichte. Wir haben angenommen, daß im Zielkern die 
Zahl der Protonen gleich der Zahl der Neutronen ist. 

Wir entwickeln um r0 in eine TAYLOR-Reihe. 
Da Q (rx, r0) nur von | rx — r0 I abhängt, verschwinden 
alle ungeraden Terme dieser Entwicklung. Wegen der 
kurzen Reichweite von foi dürfte es genügen, Terme bis 
zur zweiten Ordnung zu berücksichtigen. Damit nimmt 
Gl. (43 a) die Form 

V ^(0) = [aa t +ß a2 + ßa3 J 0 ] V<®=V(e) (44) 

an mit 

öl = / drt f01 Q ( r j , a2 = f drt f01 Q (rx, r0), 

a» = - / d r t fol Q (H, r0) ^ ^ . (44 a) 

Man kann sehr leicht zeigen, daß die rechte Seite von 
Gl. (43 b) in einer ersten BoRNSchen Näherung ver-
schwindet. Hierzu benutzen wir 5=55 cpeW mit 

T0 (r.) = ( s — V(e)) <pE (r0) = fr«» (r0). 
(45) 

Der Realteil des Potentials ist somit durch F ( f ) in 
Gl. (44) gegeben. Wegen Gin. (44) und (45) gilt 

+F(Co)= TAT (46) 

wobei M* = (1 + ß a3) ~1 M (47) 

die sogenannte effektive Masse ist. Außerdem gilt 
V(.\ r, „ j^r ~ , ß„ h*k0* _ acii+ß ctj+ß flag, V(e0)=aai+ßa2 + ßa3— . 

(48) 
b) Imaginärteil des Potentials 

Wir wollen jetzt die beiden Faktoren auf der rechten 
Seite von Gl. (40 c) berechnen. Da in den Skalarpro-
dukten nur Ein- und Zweiteilchenoperatoren auftreten, 
können wir uns auf solche Zustände beschränken, bei 
denen sich nicht mehr als zwei Nukleonen außerhalb 
der FERMI-Kugel des Zielkernes befinden. Mit Hilfe 
einer zu Gl. (34) ähnlichen Gleichung kann man zei-
gen, daß die Zustände Xs, bei denen sich nur ein 
Nukleon außerhalb der FERMi-Kugel befindet, nicht zu 
Gl. (47) beitragen. Somit ist die Wellenfunktion Xs 
des compound-Zustandes s durch die Quantenzahlen 
eines unbesetzten Zustandes j innerhalb der FERMI-
Kugel und der beiden Zustände j ' und s außerhalb der 
FERMi-Kugel bestimmt. 

Im Grenzfall Q —>• , I 0 , läßt sich die Summe 
in Gl. (40 c) folgendermaßen ausdrücken: 

2 <j(Es-E0,I)-j - ^ Z /d*jdfrdf.a(e) 

(£ = £0 + £j — ey — £s), wobei die Summe über alle Spins 
und Isospins der Zustände j, j ' und s durchgeführt und 
die Integration über f j bzw. f j ' , f s über alle Punkte 
erstreckt wird, die innerhalb bzw. außerhalb der FERMI-
Kugel vom Radius kf liegen. £j , ey bzw. £s sind die 
Energien der Zustände j, j ' bzw. s. Sie setzen sich aus 
der kinetischen Energie der Zustände und der aus der 
Wechselwirkung mit den anderen Teilchen herrühren-
den potentiellen Energie V zusammen 

kTI" TF / \ ft^ /Cn̂  rt 
£ n = = W + F ( £ n ) = - 2 + 

(hierbei steht der Index n für irgendwelche der Indizes 
o, j, j ' oder s). 

Somit bekommen wir für Gl. (40 c) 

W2 ^ ( 0 ) = J { 2 ( 2 - X + 2 x2) Wy ( r , r ' ) ( 4 9 ) 

— ( I - 8 1 + 1 2 ) r 8 ( r , r ' ) ^ ( ° ) ( r ' ) d r ' } 

mit 

r') - Jdfj d fy dtsö(e) (49 a) 

•e'"(f.+fj'-t j)-(t-t') v ( f j _ f r ) v(kj-ki). 

Die Funktion v(k) = f dr e i f r f(t) (49 b) 

ist die FouRiER-Transformierte des Ortsanteils der Zwei-
körperkräfte. hängt von der Ortskoordinate r und 
dem Spin und Isospin des Zustandes o ab. 

Wir behandeln Gl. (49) in erster BoRNScher Nähe-
rung 

W2 9>(0) « W2 frW = W' (50) 



wa'= 
71 M 

(2n) 

wobei cpcW durch Gl. (45) definiert ist. Damit gilt 

W'(e) = / dr' r 2 ( r , r') e - ' M t - O . (51) 

Die Ausdrücke (49 a) gewinnen die Gestalt 

^ | d f r ( l i 3 ' b ( f - f > ( f + f ' ) (51b) 

(|f| = | r | ) mit ? = f o - f j , f' = f s - f j ' und 
d ß ' = 2 jrsintf 'dtf ' , cos = ( f - f ) /| f| 2 . 

Der Integrationsbereich für dQ' ist durch die Bedin-
gung ka, ky > Ä;F gegeben. 

Wir setzen jetzt die Näherungen Gin. (44) und (50) 
für V und "Wt in Gl. (39) ein, um 
(T0-e0) <pM=-[aai + ßa2 + ßaa T0] $<•*) + i W' <pW 

zu bekommen. Der Vergleich mit Gl. (41) gibt für V (e) 
den in Gl. (47) angegebenen Wert; für den Imaginär-

teil erhält man 
W=W'/(l-ßaa) . (52) 

Um die Gin. (48) und (52) auszuwerten, verwenden 
wir für den Ortsanteil der Zweikörperkräfte ein 
YuKAWA-Potential der Form 

foi = V0(e-»'/iir) (53) 

(r = |r0 —Til) und wählen x = l (SERBER-Kraft). Dann 
ist a = ß = 3 /4 . Aus den Gin. (44 a) und (49 b) erhält 
man 

3 V0 _ 8 V0 
° 2 _ _ ('o M) 

_ 2 M 4 V9 kp 
h2 71 [X (feF2 + iW2) ' 

ky 
t* 

2 kl-

are tg 

v(k) = 4 71 V0 1 

(54 a) 

(54 b) 

Um die rechte Seite der Gl. (51 a) grob abzuschätzen, 
setzen wir v(k) ~ i>(0) und erhalten 12 

J ' 8 3 T I V F T ' \ ( 1 - 7 V / 5 V + + [2 kF*/5k0*] 

k0 > 1/2 /cF , 

k0 £ 1/2 Ä;F . 
(55) 

Für 13 r0 = 1,8 • 10~13 cm, V0 = - 25 MeV und n = 0,85 
• 1013 c m - 1 bekommen wir 

V(e) = - 4 0 , 5 MeV ±0 ,5 e, r ( 0 ) = 5 , 3 M e V . 

Diese Werte stimmen mit den aus den empirischen 
Daten gewonnenen Werten für die Parameter des kom-
plexen Potentials, nämlich 14 

V (0) = - 43 MeV, W (0) = 3,4 MeV 

ziemlich gut überein. 
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Anhang 

Wir wollen hier den Zusammenhang zwischen dem 
im Abschnitt 2 eingeführten Formalismus für Kern-
reaktionen und dem S-Matrix-Formalismus aufzeigen. 
Ferner untersuchen wir die Lage der Pole der Wellen-
funktion der Relativbewegung in der Energieebene. 

Durch Anwendung des GREENschen Satzes auf das 
innere Gebiet bekommen wir für den zweiten Faktor 
im zweiten Summanden von Gl. (21 ) 

[Xs,(H-E) <Z>a] = (ES~E) (Xs,<t>o) (A 1) 
- 2 (2 TT h2 Ry/My) ySy (F y <?ay)*y , 

V 

wobei wir die Randbedingung Gl. (16 a) benutzt haben. 
Hier steht My für die reduzierte Masse der Teilchen im 
Kanal y; ferner ist 

ysy ={2 71 h- Ry/My) (Xy, Xs) Ry , (A 2) 

und der Strich bedeutet Ableitung nach ry . 
Setzen wir Gl. ( A I ) in Gin. (20) und (21) ein, 

dann erhalten wir wegen der Vollständigkeit des Sy-
stems der Funktionen Xs 

(T-et) = - Z J ' ' (A3 ) 

S . H A Y A K A W A , M . K A W A I U . K . K I K U C H I , Progr. Theor. Phys. 
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A — Ebene 

Abb. 1. Pole der Funktion S(e) 
in der Impulsebene (/c-Ebene). 

£ - Ebene 

1. RIEMANN sehe Fläche 

€ - Ebene 

2 RIEMANNsche Fläche 

© X 

f 
© o © o 

o 
© 

So - H 

Abb. 2. Erste RiEMANNSche Fläche der 
Energieebene (£-Ebene). Es gibt keine 
Pole der Funktion S(£) in dieser Ebene. 
® Pole der Gewichtsfunktion g(e—s0,1); 
I Integrationsweg für das Integral in 

Gl. (26). 

Abb. 3. Zweite RiEMANNSche Fläche der 
Energieebene. Die Pole der Funktion 
S ( f ) im 3. bzw. 4. Quadranten der k-
Ebene liegen in der oberen bzw. unteren 

Hälfte dieser Fläche der f-Ebene. 

und 

<P*ß 
y \ y / s 

( A 4 ) 

Um Ausdrücke für die Elemente der 5-Matrix zu gewin-
nen, braudien wir nur den Wert von cpaß am Rande des 
inneren Gebietes. Wir werten Gl. (A4) für rß = Rß aus 
und erhalten 

(rß (Paß)Rß 2 ( ^ r f (E) <P«) RV (A 5) 
V \ My Ry 

mit V V Ä (A 6) 

als WiGNERscher ^-Matrix. Für rß i> Rß gewinnt die 
Wellenfunktion <paß der Relativbewegung im Kanal ß 
ihren asymptotischen Wert, den wir für Drehimpuls 0 
schreiben als 9 

rß (Paß = 
Mi 

4 N H Kß 
[daß e~l ß rß — Saß (£ß) elkßrß] 

( A 7 ) 

(eß = h2 kß2/2 Mß). Wir setzen Gl. (A 7) in Gl. (A 5) 
ein und erhalten 

e 1 + i B R ( E ) B 
S = t 0 l - i B R j E ) B ° i 

(A8) 

m i t coaß = daß e ixcl, Baß = daß xd1', xa = k a R a . 

(A 9) 

Somit haben wir bewiesen, daß der hier eingeführte 
Formalismus dem S-Matrix-Formalismus vollkommen 
äquivalent ist. 

Für Einkanalreaktionen hat die 5-Matrix nur ein 
Element, nämlich 

S ( e ) l ± £ ! * j & . (A10) 

wobei wir den Index a weggelassen haben; es gilt 

(A 12) 
- l 

Für diesen Fall lauten Gin. (A 3) und (A 4) : 

( T - E ) cp (r, E) - i ]/2 h k R e~l k R 

£ ( X , V Xs) tys/(Es-E)\[l-ikRJl (E) ] 

und 

cp(x,E) = - i \ / 2 h k R e ~ i k R ( A 1 3 ) 

• (Z.
 X

° ) xys/(Es-E)yi-ikRME)]-\ 

wo wir die Gin. (A 7) und (A 10) benutzt haben, um 
die in Gin. (A 3) und (A 4) auftretenden Größen 
(r cp)'R auszuwerten. 

Es ist nun zu bemerken, daß für alle r sowohl die 
Pole von (T — E) <p(t, E) als audi die von cp(l, £) mit 
denen von S(E) übereinstimmen, da für E—>ES der 
Wert von der rechten Seite von (A 12) und (A 13) end-
lich ist. Nun liegen die Pole der Funktion S(E), wie 
aus allgemeinen Gründen erschlossen werden kann 15, 
in der unteren Hälfte der komplexen /c-Ebene oder in 
dem zweiten RiEMANNSchen Blatt der komplexen £-
Ebene. Dies ist in den Abb. 1, 2 und 3 dargestellt (ge-
bundene Zustände sind ausgeschlossen). 

Um den Mittelwert der Gl. (A 12) bzw. (A 13) aus-
zuwerten, können wir Gl . (26 ) benutzen, indem wir 
e~lkoR für e ~ i k R setzen. Die resultierenden Energie-
funktionen befriedigen die Bedingungen, die wir für 
/ ( « ) gefordert haben; sie sind analytisch in der ersten 
RiEMANNSchen Fläche der f -Ebene mit dem asymptoti-
schen Wert Null für | £ | . 

Falls wir wie in Abschn. 4 das PAULi-Prinzip befrie-
digen wollen, sind die analytischen Eigenschaften der 
entsprechenden Streufunktion dieselben wie im oben er-
wähnten Fall. Im Abschn. 4 haben wir so viele Kanäle 
wie Teilchen in die Kernreaktion eintreten. Da sowohl 
der Wert der Funktion der Relativbewegung in jedem 
Kanal als auch ihre Ableitung am Kernrande unabhän-
gig vom Kanal ist, finden wir gemäß Gl. (A 5) für die 

1 5 W.SCHÜTZER U. J . TIOMNO, Phys. Rev. 8 3 , 2 4 9 [ 1 9 5 1 ] . -
M . MOSHINSKY, Anais Acad. Brasil. Cienc. 2 5 , 3 4 3 [ 1 9 5 3 ] . 



Wellenfunktion im Kanal i 

(n (pi) Ri = Ri {(pi n) Ri 2 Ra (e) . 
A 

X 
1 = 0 

A 
Hierbei ist V R U ( £ ) = £ / Y y~8i\ / ( E S - E ) 

i=0 s \ i // 

wieder eine WiGNERSche ^-Funktion. Somit hat S A ( E ) , 

die Amplitude der auslaufenden Welle im Kanal i, die-
selben analytischen Eigenschaften wie die Funktion S ( f ) 
in Gl. (A 10). Es sei bemerkt, daß der Wert der Streu-
amplitude unabhängig vom Kanal ist, wie zu erwarten 

Messung des asymptotischen Neutronenspektrums 
in einfachen Wassergeometrien* 

V o n K . H . BECKURTS 

Aus dem Institut für Neutronenphysik und Reaktortechnik, Kernforschungszentrum Karlsruhe 
( Z . Natur forschg . 16 a , 6 1 1 — 6 1 9 [1961] ; e i n g e g a n g e n am 29. A p r i l 1961) 

Es wird über ein Meßverfahren berichtet, das die Beobachtung des asymptotischen Neutronen-
energiespektrums in gepulsten Neutronenfeldern erlaubt. Das Verfahren wird auf einfache Wasser-
geometrien angewandt (Würfel mit geometrischen Formfaktoren im Bereich 0,1 . . . 1 c m - 2 ) . Dabei 
wird jeweils das Flußspektrum in der Mitte des Streumediums und das Ausflußspektrum beobachtet. 
Der aus integralen Messungen bekannte Diffusionskühlungseffekt kann deutlich als eine Verschie-
bung der Spektren mit abnehmenden Lineardimensionen der Streumedien beobachtet werden. 

In einer typischen Moderatorsubstanz (Graphit, 
H 2 0 , D 2 0 , Be) werden schnelle Neutronen innerhalb 
sehr kurzer Zeit abgebremst und thermalisiert. Sie 
gelangen dabei in einen asymptotischen Zustand, in 
dem sich ihre mittlere Energie nicht mehr ändert, 
da sie im Zeitmittel bei Stößen mit den Teilchen der 
Moderatorsubstanz ebensoviel Energie abgeben, wie 
sie aus deren thermischer Bewegung gewinnen. Ist 
der Moderator sehr ausgedehnt und fängt er Neutro-
nen nicht ein, so liegt im asymptotischen Zustand 
ein echter Gleichgewichtszustand zwischen Neutronen 
und Moderator vor; die Energieverteilung der Neu-
tronen ist exakt eine MAXWELL-Verteilung mit der 
Moderatortemperatur T0 . Das trifft auch dann noch 
zu, wenn das Streumedium Neutronen einfängt und 
sein Einfangquerschnitt — wie dies meist der Fall 
ist — dem l/f-Gesetz gehorcht. Ist dagegen das 
Streumedium so klein, daß merkliche Neutronenver-
luste durch Ausfluß auftreten, so wird das asympto-
tische Spektrum in der Regel keine ungestörte Gleich-
gewichtsverteilung sein, vielmehr wird der energie-
abhängige Mechanismus der Diffusion dieses Spek-
trum mitunter empfindlich beeinflussen. Dabei wird 
auch eine Ortsabhängigkeit der asymptotischen Ver-
teilung auftreten, die insbesondere in der Nähe von 
Grenzflächen spürbar wird. 

* Eine vorläufige Mitteilung erschien in anderem Zusammen-
hang 1. 

1 K. H. BECKURTS, Nucl. Instrum. 1 1 , 1 4 4 [ I 9 6 0 ] . 
2 M. J . POOLE, J . Nucl. Energy 5 , 3 2 5 [ 1 9 5 7 ] . 

Bei bisherigen Aufnahmen differentieller Neu-
tronenspektren wurde nicht das asymptotische, son-
dern das „stationäre" Spektrum, d. h. die Energie-
verteilung der Neutronen in einem Reaktor oder in 
einem Streumedium, in dem sich stationäre Neutro-
nenquellen befinden, beobachtet 2 _ 5 . Dieses statio-
näre Spektrum ist ein Mittelwert über die Neutronen-
energieverteilung während aller Stadien des Brems-
und Thermalisierungsprozesses und enthält daher 
wesentliche Bestandteile „nichtasymptotischer" Neu-
tronen. Feinheiten wie etwa die Modifikation des 
asymptotischen Spektrums durch Diffusionseffekte 
lassen sich dabei nicht erkennen. Es wurde daher 
ein Meßverfahren entwickelt, das die Beobachtung 
asymptotischer Spektren erlaubt. Über dieses Meß-
verfahren und seine Anwendung auf einfache Was-
sergeometrien wird in der vorliegenden Arbeit be-
richtet. 

Für die Bestimmung von Reaktorspektren haben 
Untersuchungen der asymptotischen Energievertei-
lung keine direkte Bedeutung. Sie sind dagegen in-
teressant für die Analyse von integralen Experimen-
ten an gepulsten Neutronenfeldern, die in den letz-
ten Jahren von vielen Autoren angestellt worden 
sind. Bei diesen Experimenten werden periodische 
Stöße schneller Neutronen in eine Moderatorsubstanz 

3 R.S. STONE U . R . E . S L O V A C Z E K , Nucl. Sei. Eng. 6 , 466 [1959]. 
4 J. R. BEYSTER et al., Trans. Amer. Nucl. Soc. 3, 1, 157 

[1960]. 
5 V. I . MOSTOVOI et al., Genf 1958 P/2152. 


