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Uber das optische Kernmodellt

Von Francisco Mepina Nicorau *

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 603—611 [1961] ; eingegangen am 22. Dezember 1960)

In this paper we derive the ScuropINGER equation satisfied by the neutron wave function when
this is averaged over an energy interval which is much greater than the average level spacing be-
tween the resonances of the compound nucleus. The potential involved in this equation is a non-
local one, and is given in terms of the interaction between the neutron and the target nucleus and
the wave functions of the target and the compound nucleus. The wave function of the system is
totally antisymmetrized in order to satisfy the PauLr exclusion principle. Using a Serser force for
the two body interactions and a Fermr gas model for the wavefunctions of the target and the com-
pound nucleus, we estimate the magnitude of the real and imaginary parts of the potential used

in the optical model of the nucleus.

In der hier vorgelegten Ableitung des optischen
Kernmodells fiir Kernreaktionen mit Neutronen
niedriger Energie ! benutzen wir einen Formalismus,
der groBe Ahnlichkeit mit der Methode des StoB-
Komplexes > 3 (collision complex) besitzt. Die Ab-
weichung von den iiblichen Formalismen 3 besteht
in der Weise, in welcher die Wellenfunktion des Sy-
stems im inneren Gebiete des Konfigurationsraumes,
dem Gebiet, in welchem alle Teilchen des Systems
sehr stark miteinander in Wechselwirkung treten,
ausgedriickt ist. In diesem Gebiet entwickelt man ge-
wohnlich nach einem diskreten und vollstindigen
System von Funktionen, die Eigenfunktionen der
gesamten Hamirron-Funktion sind und bestimmte
Grenzbedingungen am Rande des inneren Gebietes
befriedigen.

In dieser Arbeit dagegen setzen wir die Wellen-
funktion der Relativbewegung des Eingangskanals
im inneren Gebiet fort und driicken sie in der Ent-
wicklung der Wellenfunktion des ganzen Systems
explizit aus. Unter Benutzung einer zweckmifigen
Gewichtsfunktion mitteln wir dann die Wellenfunk-
tion der Relativbewegung tiber die Energie und fin-
den, dall die so gewonnene Funktion eine ScHRODIN-
GER-Gleichung mit einem nicht lokalen Potential be-
friedigt, fiir welches das vom optischen Kernmodell
benutzte lokale und komplexe Potential einer Nihe-
rung entspricht .

In dem hier aufgestellten Formalismus ist das
Pauvrr-Prinzip sehr einfach zu befriedigen, indem
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man die Wellenfunktion des Systems antimetrisch
in den Koordinaten aller Teilchen schreibt.

Wir finden in Abschnitt 1 die Gleichung fiir die
Amplitude der Relativbewegung und leiten in Ab-
schnitt 2 fir Einkanalreaktionen die Gleichung ab,
die die gemittelte Wellenfunktion der Relativbewe-
gung befriedigen muf. In Abschnitt 3 beriicksichti-
gen wir das PauLi-Prinzip, nehmen eine SErBER-
Kraft zwischen den Nukleonen an und schétzen unter
einigen vereinfachenden Annahmen den Wert des
Real- und Imaginérteils des komplexen Potentials

ab.

1. Allgemeiner Formalismus

Es sei ¥, eine Eigenfunktion des Gesamt-Hamir-
ToN-Operators H des Systems; der zugehorige Ener-
gieeigenwert sei £

HY.—-EWY.. (1)

Da wir ein Streuproblem behandeln, liegt der Eigen-
wert £ im Kontinuum. Der Index a weist auf den
Eingangskanal hin; wir betrachten eine Kernreak-
tion, die im Kanal a begonnen hat. Ein Kanal wird
im allgemeinen definiert durch die inneren Quanten-
zahlen, wie Anregungsenergie, Spin usw. des ein-
laufenden Teilchens und Zielkerns bzw. auslaufen-
den Teilchens. Im beliebigen Kanal f seien die Wel-
lenfunktionen fiir die innere Struktur dieser Teilchen
durch x5, ys7, usw. gegeben; sie sind Eigenfunk-
tionen von HamiLron-Operatoren Hg , Hp , usw. mit
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Ep , Eg, usw. als Eigenwerten. Wir nehmen an, daf}
die innere Wellenfunktion jedes Teilchens das PauLi-
Prinzip befriedigt.

Wenn wir uns auf Kanile beschranken, die nur
je zwei Teilchen enthalten, ist das asymptotische

Verhalten der Wellenfunktion im Kanal § durch

Ve~ qos(s) g8 (rg—> ) (2)

gegeben. Hier steht ys fiir das Produkt der Wellen-

funktionen ys und ys’ der im Kanal # anwesenden
Teilchen. Die Funktion ys befriedigt die Gleichung

Hp yp=Es 35, (3)

wobei Hg=Hpg + Hp' die Summe der Hawmirton-
Funktionen der Teilchen im Kanal # ist und
Eg=Ep + Eg die Summe der inneren Energien; sie
erfillt die Normierungsbedingung

(x8,78) =1. (4)

Die Funktion @as, die nur vom Vektor 15 der relati-
ven Lage abhangt, ist die Wellenfunktion der Rela-
tivbewegung in diesem Kanal. Wenn rs gegen Un-
endlich geht, enthilt s fiir S+ a nur eine auslau-
fende Welle und fiir f = a ein- und auslaufende Wel-
len.

Fir beliebige 14 definieren wir nun die Wellen-
funktion der Relativbewegung im Kanal f als 8

@ap(18) = (18, ¥a) 15 (5)

obwohl der Begriff von Relativbewegung problema-
tisch wird in Bereichen, in denen die Teilchen ver-
schmelzen. Fiir groBle 1 reproduziert die rechte
Seite von Gl. (5) wegen Gl. (4) die in Gl. (2) ein-
gefiihrte Funktion @as(15).

Fiir alle Punkte des Konfigurationsraumes kénnen
wir dann schreiben

o= > @as(ts) 18+ ¥d' (6)
5

Aus Gl. (2) schlieBt man sofort, da ¥, Null sein
muf} fiir rs— oo . Wir fithren nun folgende Defini-
tionen ein

Da= > Pap 18 (7)
B
und Dop= Z Pay 1r+ Vo . (8)
v*B
Aus Gl (5) folgt (%8, Pas)yz=0. (9)

8 Im allgemeinen bedeuten runde Klammern skalare Pro-
dukte. Die Integration wird immer erstreckt iiber alle
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Um eine Gleichung fiir @ zu erhalten, bilden
wir das skalare Produkt von Gl. (1) mit x5, das
wegen Gl. (8) die Form

(28> (H — E) @as 28)cs = — (18, (H — E) Dag)ys (10)

annimmt. Auf Grund der Gln. (3) und (4) kann
die linke Seite von Gl. (10) geschrieben werden als

(Ts—e8) @ap+ (18, V8 28 Pat)rgs  (11)

wobei Ts der Operator der Relativbewegung,
eg=FE — Ep die kinetische Energie der Relativbewe-
gung der Teilchen fiir 75— oo und Vs ihre Wechsel-
wirkung im Kanal § sind. Die rechte Seite von
Gl. (10) hat wegen Gl. (9) die Gestalt

(%8, Hp Do) rg+ (28, Vi Dap) 1 (12)

Wir zeigen jetzt, dal in Gl. (12) der erste Term
verschwindet. Dazu wenden wir den Greenschen
Satz an in jenem Teil des Konfigurationsraumes, in
dem die Wellenfunktion ys definiert ist. Da diese
einen gebundenen Zustand darstellt, verschwindet
sie an der Oberfliche dieses Gebietes, d. h. wenn die
inneren Ortskoordinaten der Teilchen im Kanal g
gegen unendlich streben. Damit geben die Oberfla-
chenterme im Greenschen Satz keinen Beitrag. We-
gen Gln. (3) und (9) gilt also

(28 Hp Dap)rg= (Hp 18, Pap) vs=Ep (18, Pap) =0.

(13)

Wegen Gln. (11), (12) und (13) konnen wir also
Gl. (10) in der Form

(Ts—¢8) Pas=— (28, V5 ¥a)ys (14)

schreiben. Gl. (14) kann iibrigens auch direkt aus
der Definition, Gl. (5) durch Anwendung des Ope-
rators (T — Eg) abgeleitet werden.

Mit Wiener  fithren wir folgende Annahmen ein:

a) Fiir jeden Kanal f gibt es einen Minimalwert
Rgvon rgmit V=0 fiirrg> Rs.

b) (%8, %)rs =0 fiir rs>Rp, y+#p. Um diese
Skalarprodukte durchzufiihren, driicken wir die Ko-
ordinaten der Wellenfunktion y, als Funktion der
Koordinaten der Wellenfunktion ¥z und 14 aus. Die
Integration im Skalarprodukt wird iber alle Ko-
ordinaten von ys erstreckt. Somit ist dieses eine
Funktion von 15.

Variablen mit Ausnahme derer, die rechts unten an der
Klammer explizit angegeben sind.



UBER DAS OPTISCHE KERNMODELL

Die Annahmen a) und b) sind sicher richtig fiir
Rg— . Fiir endliche Werte von Rj driickt a) die
Tatsache aus, daB die Kernkrifte eine kurze Reich-
weite haben, und b) besagt, dal in jenem Gebiet
des Konfigurationsraumes, in dem die Funktion ys
ihren Maximalwert annimmt, der Wert von %, sehr
klein ist (y+#p). Den Teil des Konfigurationsrau-
mes, der durch die Bedingung rs<R;s fiir alle f
definiert ist, nennt man inneres Gebiet.

In der vorliegenden Entwicklung lassen wir die
nicht geoffneten Kanile auler Betracht, deren Bei-
trag zu der Wellenfunktion des Systems in ¥, ent-
halten ist. Damit folgt aus der Definition Gl. (5)
und der Annahme b)

(Yd)r=0, (3¥d/Orp)mr=0. (15)

Diese Bedingungen bedeuten, dafl sowohl die Wel-
lenfunktion der Relativbewegung im Kanal g als
auch ihre Normalableitung am Rande des inneren
Gebietes stetig sind.

Nun fithren wir# ? ein System von Funktionen X
ein, die Eigenfunktionen der gesamten Hamirton-
Funktion mit E; als Eigenwerten sind

HX,=E; X;. (16)
Wir fordern, wenn wir uns auf Drehimpuls Null fiir
die einfallenden Teilchen beschrianken, fiir sie die
Randbedingung

(3 (s Xs)/arﬂ)Rﬂ=O. (16 a)

Die Eigenwerte E; sind reell. Die Funktionen sind
orthogonal und mogen normiert sein:

(X, Xy¢) =045 . (16b)
Wir nehmen weiter an, dal H ein gegen Zeitumkehr
invarianter Operator ist, und daf} daher die Eigen-
funktionen X reell angesetzt werden konnen. Das
so definierte Funktionensystem wird als vollstandig
angenommen.

Wir entwickeln ¥.” im inneren Gebiet nach dem
System der X

W = 3 cs(E) X, (17)

mit csa(E) = (X, ¥d). (17 a)

Diese Koeffizienten hingen nur von der Energie £

9 J.M.Burarr u. V.F.Weisskorr, Theoretical Nuclear Physics,
John Wiley & Sons, New York 1952.
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des Systems ab. Aus Gln. (1) und (16) folgt
csa(E) = 21 {(H X,, V) — (X, HPS) (18)
—(X;, (H—E) Do) } .

Durch Anwendung des Greenschen Satzes auf das
innere Gebiet bekommen wir

(X,, HV.)) = (HX,, V),

da die Oberflichenterme wegen Gl. (15) verschwin-
den. Damit reduziert sich Gl. (18) auf

cu(E) = — 1o (Xo,(H-E) 2. (19)

Wegen Gln. (17) und (19) konnen wir schlieB8lich
Gl (14) als

(Te—es) pap(x8) = — (%8, V6 Do)y (20)
+ X g 1. Ve Xy (Xs, (H-E) o)

schreiben.

Eine andere Form fiir Gl. (20) kann man aus
Gl. (5) gewinnen. Wegen der Gln. (6), (17) und
(19) nimmt die Definition Gl. (5) folgende Gestalt
an:

Pas (1) = (28, Pa) g (21)
~ Dt 6 X) (X, (H-E) @0).

Im Anhang wird der Zusammenhang zwischen
dem hier aufgestellten Formalismus und dem S-
Matrix-Formalismus untersucht.

2. Die gemittelte Amplitude

Im folgenden beschranken wir uns auf Reaktio-
nen, bei welchen der einzige gedffnete Kanal der
Eingangskanal ist. Ferner nehmen wir an, daf} der
Bahndrehimpuls im Eingangskanal Null ist. Dies ist
der Fall z. B. bei Reaktionen mit Neutronen, deren
Energie geniigend klein und kleiner als die Energie
des ersten angeregten Zustandes des beschossenen
Kernes ist (die Kopplung mit dem elektromagneti-
schen Felde sei vernachlassigt).

Wir wéhlen jetzt ein Energieintervall I, dessen
Schwerpunkt bei ¢, liegt, und das viel groler als
der Abstand zwischen benachbarten Resonanzen des
compound-Kernes ist, aber doch geniigend klein, um
GroBlen, wie die Wellenzahl k. des einfallenden Teil-
chens, als konstant ansehen zu konnen. Mit einer ge-
eigneten Gewichtsfunktion g(&«—€a0,/) mitteln wir
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die Amplitude der auslaufenden Welle im Eingangs-
kanal und definieren 1°

oo

S(e) = [ (e —¢9. 1) S() e’

0

(22)

Dies ist gerade die Amplitude der auslaufenden

Welle von

Fe) = [ —e0.1) g(r,e) &', (23)
0

wenn wir nur im Wechselwirkungsbereich, d. h. fir
r < R mitteln und die so gewonnene Wellenfunk-
tion im Eingangskanal nach auflen fortsetzen. Statt
der von FesuBacH, PorTER und WEisskopr ! benutz-
ten Gewichtsfunktion

0 fir |e—gy| > 1/2,
g(e—eo,1)={ e le—eo| > 112, )
I fir |e—¢g| Z1/2,
verwenden wir die Gewichtsfunktion 1!
gle—eg 1) = : (25)

z (8—8032+12 ’

Da wir I < ¢, annehmen, konnen wir dann die In-
tegrale in den Gln. (22) bzw. (23) von — « bis
+ oo erstrecken, ohne merkliche Fehler zu begehen.

Nun gilt mit der durch Gl. (25) definierten Ge-
wichtsfunktion wegen des Caucnyschen Satzes fiir
jede in der oberen Hailfte der komplexen E-Ebene
analytische Funktion f(E), fir die der Grenzwert
von |f(E)|/| E| fiir |E|— o~ in dieser Halbebene
beschrinkt ist, die Gleichung

fleo) = [ 8 —e. 1) (&) A& = f(eg+iM).

e (26)
Fir die Wellenfunktion ¢ (1, ¢) gilt sinngemall Gl.
(20), die wir noch einmal mit der jetzigen Bezeich-
nung (nur ein Kanal ge6finet) anschreiben

(T—e) p(r,e) = = (1 V2ot e) (27)
+ 2y WV X (Ken(H-E) 19 ().

Im Anhang wird gezeigt, dall sowohl ¢(1,¢) als
auch (T —¢) @(r,¢) die fur die Giltigkeit von Gl.
(26) erforderlichen Voraussetzungen erfiillen.

Der Mittelwert der linken Seite von Gl. (27) kann
ohne Schwierigkeit ausgewertet werden, da E als

10 S,p gibt die Amplitude der auslaufenden Welle im Kanal B
an, wenn die Kernreaktion im Kanal a angefangen hat.
Da wir hier nur mit einem Kanal zu tun haben, werden wir
den Index a weglassen und S,,=S setzen.

11 G. E. Browx, Rev. Mod. Phys. 31, 893 [1959].
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konstant iiber / angesehen werden darf:
(T—&) gt.e) = (T—eg—iDp(teq+il)  (28)
~ (T —¢y) @(1,5).

Fiir den ersten Term der rechten Seite von Gl. (27)
gilt

(. Vxe(r, 8)): = Ve, EO))t’ (29)
da sowohl y als auch V' unabhingig von der Energie
der einfallenden Teilchen sind.

Um den Mittelwert des zweiten Gliedes der rech-
ten Seite zu gewinnen, definieren wir

as(t,6) = (0, V Xo) ¢ (X5, (H—E) x9(¢)). (30)
Nun ist nach einer einfachen Rechnung

as (L, €) Es—E, .
N gee)m

.g(Es‘EOvI) as(l',So—l-iI).

Als Folge der Gln. (30) und (26) gilt
as(ra€0+i1) = (X5 VXS)I (Xsa(H“EO) Z@(So)).
(32)
Mit Hilfe der Gln. (28), (29), (31) und (32)

konnen wir jetzt die aus Gl. (27) gewonnene Glei-
chung fiir (1, &) in der Form

(T—20) @(1,8) = (=V+W, +i W) B (1, )

(33)
schreiben.
Hier ist bei
V@(ra 80) =(Xa VZ@(T, 50))[9 (33 a)

Wip(r, &) = 'jltZ(Es_Eo)g(Es—anI) (33D)

: (%’ VXS) (XS5(H—E0) l@(“h))&
Wy (1, 60) =7 > g(Es—Eo, D) (1, V Xs)y  (33¢)
(X5, (H~Ey) 1 P(&)) -

V stellt in einer ersten Niherung das gemittelte Po-
tential dar, das das einfallende Teilchen im Kern-
inneren vorfindet; die Absorption des Teilchens ist
durch den Hermiteschen Teil von W, und den anti-
Hermiteschen Teil von W, bestimmt.

Ebenso laBt sich Gl. (21), die jetzt in der Form

Yitp X (X (H-E) 19(2)=0

geschrieben sei, mitteln. Man findet

(W) +iWy)) @(1,8) =0. (34)
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Dabei gilt
wl,(i’(rafo) = %Z (Es—E,y) g(Es—Ey, 1)

(2 Xy (X, (H—Eo) 27(2)),
Wy §(1,80) = Y g(Es—Eq, 1) (1, Xo)y (35)

(X, (H—Ey) 1P (&))-

Gl. (34) besagt, daB die Projektion (y, X;), von
X, auf die Funktion y einen Nullbeitrag zu Gl. (33)
liefert, wie man sich leicht iiberzeugen kann. Wir
werden diese Tatsache in der numerischen Abschat-
zung des komplexen Potentials in Abschn. 3. benut-
zen.

3. Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips

Im vorigen Abschnitt konnte die Wellenfunktion
des Systems nur in bezug auf die Koordinaten der
Teilchen des Zielkernes antimetrisch sein. Wir wol-
len jetzt diesen Mangel beheben, indem wir die Wel-
lenfunktion des Systems antimetrisch in den Koordi-
naten aller Nukleonen schreiben.

Falls die kinetische Energie des einfallenden Neu-
trons kleiner ist als die Schwelle fiir irgendwelche
Reaktion, so ist das asymptotische Verhalten der
Wellenfunktion des Systems gegeben durch

A
P (1_ 3 po,-)x«n OB
i=1

wobei 7" die Wellenfunktion des beschossenen Ker-
nes ist, die von den Koordinaten der Teilchen 1 bis 4
abhingt und in diesen antimetrisch ist; ¢© ist die
Wellenfunktion der Relativbewegung und beschreibt
einen Neutronzustand mit einer bestimmten Spin-
richtung. Der Operator Py; ist folgendermaflen de-
finiert

(36)

Py; X(O) (p(ﬂ) =(=1)i1 x(i) p®

wobei ¥ von den Koordinaten des Teilchens i nicht
abhéngen soll, also

D =y(0,...,i—1,i+1,....4).

Der Index i faBit dabei Orts-, Spin- und Isospin-

koordinaten zusammen.
Die Wellenfunktion der Relativbewegung ist durch

@ = (=1)" (4, ¥y

gegeben. Die Wellenfunktion des Gesamtsystems
werde in der Form

Y-+ ¥
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4
mit @ (1 - 5 P(,,-)x“” ) (37)
=1

geschrieben. @ und ¥’ sind offenbar antimetrisch
in den Koordinaten aller Teilchen. Die Funktion ¥’
wird dann nach den Funktionen X, entwickelt, die
antimetrisch in den Koordinaten aller Teilchen sein
sollen.

Die Gleichung fiir ¢'© ist durch Gl. (20) gegeben,
wenn wir dort fiir @, die durch Gl. (37) definierte
GroBe D einsetzen

(To—e) ¢O = — (O, V(1 — APy) 2© ‘P(O))ro
+(A+1) ; z‘:l—E (X(O), Vo Xs)to
(X,,(H—E) z ¢0). (38)

Wie im Anhang gezeigt wird, befriedigt ¢® die in
Zusammenhang mit Gl. (26) fiir f(¢) geforderten
Voraussetzungen. Dann konnen wir wieder das Mit-
telungsverfahren anwenden und erhalten fiir @

folgende Gleichung
(To—29) O (x,80) = (=V+ W, +iWy) 50 (1, &)

; (39)
mit
VO (rg, 8) = (1. Vo(1 -4 Pyy) 1@ @ (80))%’
(40 a)

wl ‘P(O)(roy &) = *ZZ (Es—E,) g(Es—E,y, 1)

(1 Vo Xs) 1 (X, (H=E¢) 2059 (g)) (4+1),
(40 b)

Wy @O (14, &) ="Z 8(Es—Ey, 1) (1. Vo Xy)y,
(X, (H=Ep) 1@ O (g5)) (4+1). (40¢)

In der folgenden Abschdtzung des komplexen Poten-
tials wollen wir die rechte Seite von Gl. (39) durch lo-
kale, energieabhiingige Potentiale 7 (¢) und W (e)
approximieren. In dieser Naherung wird dann Gl (39)
geschrieben

(To—20) PO (1, 0) =(=V(e) +i W (e)) O (1, &).
(41)

Fir die nun folgende Abschdtzung der Potentiale
V (¢) und W (¢) nehmen wir an

a) Die Wellenfunktionen sowohl des Zielkernes als
auch des Compounp-Kernes sind durch Srarter-Determi-
nanten dargestellt. Fiir schwere Kerne ist der Ortsanteil
der Einteilchenfunktionen durch im Kernvolumen nor-
mierte ebene Wellen gegeben.

b) Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen ist
eine Summe von Zweiteilchen-Wechselwirkungen

A
Vo= D voi (42)
i=1
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mit voi=foi (1 +z Poi) . (42 a)
Die GroBe fo; hingt dabei nur vom Abstand der Teil-
chen 0 und i ab; PQ;ist ein Operator, der die Orts-

koordinaten der Teilchen 0 und i austauscht.

a) Realteil des Potentials

Wir nehmen an, daB der Realteil des komplexen
Potentials durch Gl. (40a) gegeben ist. Der Beitrag
der Terme (40b) und (40 c) ist vermutlich sehr klein
im Vergleich mit (40 a), wenn man die durch das Ein-
dringen des Neutrons hervorgerufene Polarisation im
Zielkern vernachlissigen kann. Unter den obigen An-

nahmen a) und b) nimmt Gl. (40) die Form
Ve =70 +V" 5O (43)

an, wobei gilt

V0= fdl] for (@o(ty) +B 0 (ty, 1) Por) @0, (43 a)
"0 = — /drl dry foe 0 (11, To)

: ('4 o(ry) + ﬁ o(ts, 1p) ) Py O

mit a= —z/4- f=— - +z  und (43 ¢)

o(t,t) = (2 )8 /dfe”(‘ Y, o(r) = n: %,

Q=4aR¥3, R

=rg A, kr = (9 /8 ry3)* s ~ 1,521, .
o(t,v') bzw. o(r) sind die gemischte bzw. gewdhnliche
Dichte. Wir haben angenommen, dafl im Zielkern die
Zahl der Protonen gleich der Zahl der Neutronen ist.
Wir entwickeln @(r;) um t, in eine Tayror-Reihe.
Da o(t;,t,) nur von |t;—t,| abhingt, verschwinden
alle ungeraden Terme dieser Entwicklung. Wegen der
kurzen Reichweite von fo; diirfte es geniigen, Terme bis
zur zweiten Ordnung zu beriicksichtigen. Damit nimmt

Gl. (43 a) die Form
V' @O =[aa;+p ay+f ag Tyl O

an mit

a = fdrl foro(ty), as= fdfx foro(t1, %),
2M I, —1y)?
g-/dh foro(ry, o) : 1*2*01*-

Man kann sehr leicht zeigen, dal die rechte Seite von
Gl (43Db) in einer ersten Bornschen Néherung ver-

=V () 0 (44)

ag= — (44 a)

schwindet. Hierzu benutzen wir @© =~ &,® mit
- = h2 k)2 _
Ty @:0 (1) =(e—V (2)) = (xy) = *2’70 P60 (1) .-
(45)

Der Realteil des Potentials ist somit durch ¥V (¢) in
Gl. (44) gegeben. Wegen Gln. (44) und (45) gilt

B2 ky? h2 ky?

5o=ﬁ+V( 0) = 2 M +aa;+pBa,, (46)
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wobei

M*=(1+Bag) M
die sogenannte effektive Masse ist. AuBlerdem gilt
h? ky? aa;+p ay+f a 8o

V(e)) =aa;+fas+pas oM 146 a5

(47)

(48)
b) Imagindrteil des Potentials

Wir wollen jetzt die beiden Faktoren auf der rechten
Seite von Gl. (40 c) berechnen. Da in den Skalarpro-
dukten nur Ein- und Zweiteilchenoperatoren auftreten,
konnen wir uns auf solche Zustinde beschrinken, bei
denen sich nicht mehr als zwei Nukleonen auBerhalb
der Fermi-Kugel des Zielkernes befinden. Mit Hilfe
einer zu Gl. (34) &hnlichen Gleichung kann man zei-
gen, daBl die Zustinde X, bei denen sich nur ein
Nukleon auBlerhalb der Fermi-Kugel befindet, nicht zu
Gl (47) beitragen. Somit ist die Wellenfunktion X
des compound-Zustandes s durch die Quantenzahlen
eines unbesetzten Zustandes j innerhalb der Fermi-
Kugel und der beiden Zustinde j und s auBerhalb der
Fermr-Kugel bestimmt.

Im Grenzfall Q — oo, I — 0, lidfit sich die Summe
in GL. (40 c) folgendermaBen ausdriicken'

1
; q(Es—Ep,I) = ’(*2**)9' » ‘/d{i dE; dEs (e)

(e=¢&9+¢j—¢j’ —&s), wobei die Summe iiber alle Spins
und Isospins der Zustinde j, j° und s durchgefiihrt und
die Integration iiber f; bzw. fj-, £ iiber alle Punkte
erstreckt wird, die innerhalb bzw. auflerhalb der Fermi-
Kugel vom Radius kr liegen. ¢j, ¢ bzw. & sind die
Energien der Zustinde j, j° bzw. s. Sie setzen sich aus
der kinetischen Energie der Zustinde und der aus der
Wechselwirkung mit den anderen Teilchen herriihren-
den potentiellen Energie V' zusammen

hrkn V(o) = P

&n= oM

+aa1+ﬁa2

(hierbei steht der Index n fiir irgendwelche der Indizes
0, j,j oders).
Somit bekommen wir fiir G1. (40 ¢)
W, 0= [{2(2—2+22%) Wy (r,1) (49)
— (1-8z+2?) Ws(r,t) @O (') dr'}
mit

mEr) = 7 )9 /df df; dt, 6 () (49 a)

ittty —t)-(—v) o (§; — &) v (k;— ).
v(k) = [dreittf(r) (49 b)

ist die Fourier-Transformierte des Ortsanteils der Zwei-
korperkrifte. © hingt von der Ortskoordinate r und
dem Spin und Isospin des Zustandes o ab.

Wir behandeln Gl (49) in erster Bornscher Néhe-
rung

Die Funktion

W, 5O =~ W, 30 =W’ 5,0, (50)
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wobei @,(?) durch Gl. (45) definiert ist. Damit gilt
W' (e) = [dr Wy(r,v) eikel=), (51)
Die Ausdriicke (49 a) gewinnen die Gestalt

W — m/df A k|o(E—F)[2, (51a)

= )ohzfdf /40 kv (E—¥) v(E+F) (51Db)

(t]=[t]) mit t=to—t;, V'=t;—t;
dQ’ =27 sin ¥ d¥, cos? = (f-t)/|t]2.

Der Integrationsbereich fiir d©Q” ist durch die Bedin-

gung ks, kjy > kr gegeben.

Wir setzen jetzt die Ndherungen Gln. (44) und (50)
fiir V und W, in Gl. (39) ein, um

(To—20) PO =—[aas+Bas+BasTo] g0 +iW g

zu bekommen. Der Vergleich mit Gl. (41) gibt fiir V' (¢)
den in Gl. (47) angegebenen Wert; fiir den Imaginr-

und

I ol e 3ah®us

Fir®® rj=1,8-10"1 cm, Vy= —25 MeV und ©=0,85
-10' cm~! bekommen wir

V(e) =—40,5MeVE0,5¢, W(0)=5,3MeV.
Diese Werte stimmen mit den aus den empirischen
Daten gewonnenen Werten fiir die Parameter des kom-

plexen Potentials, namlich 4
V(0) = —43 MeV, W (0) —3,4 MeV

ziemlich gut iiberein.

Ich méchte besonders Herrn Professor W. HeisenBERrG
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir zahlreiche
fordernde Besprechungen danken. Fiir aufschlufreiche
Unterredungen danke ich ferner den Herren Professor
A. Bonr, Dr. W. Brenic, Professor G. Lipers und Pro-
fessor G. Sijssmann, sowie den Kollegen am Max-Planck-
Institut fiir Physik (Gottingen) und am Universitetets
Institut for Teoretisk Fysik (Kopenhagen). Die Arbeit
wurde in diesen Instituten ausgefiihrt, deren Direktoren,
den Herren Professoren W. HersenBerc und N. Bonr,
ich fiir die gastliche Aufnahme danken méchte.

Mein Dank gebiihrt aulerdem der Ford Foundation
und dem Max-Planck-Institut fiir Physik fiir finanzielle
Unterstiitzung sowie der Universidad Nacional Auté-
noma de México und dem Instituto Nacional de la In-
vestigacion Cientifica fiir grofziigige Beurlaubung wéh-
rend der Zeit meines Aufenthaltes in Europa.

12 S, Havakawa, M. Kawar u. K. Kixucni, Progr. Theor. Phys.
13, 415 [1955].

4 M* V2 ko kp? { (1 =7 ke?/5 ke2),
(1 —7 kp®/5 ko? + [2 kr®/5 ko?] [2 — ko?/kr?]*?),
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teil erhédlt man

W=W/Q1-PBay) . (52)

Um die GIn. (48) und (52) auszuwerten, verwenden
wir fiir den Ortsanteil der Zweikorperkrifte ein
Yukawa-Potential der Form

for=Vo(e™#7/ur)

(r=|rg—ry|) und wihlen =1 (Serser-Kraft). Dann
ist a=f=3/4. Aus den Gln. (44 a) und (49b) erhilt

man

(53)

3V _8Vo[kr _ kp
a = Cop)®’ Gg=— rctg s
2M AVykr  2ky*
== 5 zu rttpd) (54 a)
4aV 1
k) = -0 - 54 b
oy = 220 1, (541)

Um die rechte Seite der Gl. (51 a) grob abzuschitzen,
setzen wir v (k) = v(0) und erhalten 12

kOZVEkFy

_ 55
ko < V2kr. e

Anhang

Wir wollen hier den Zusammenhang zwischen dem
im Abschnitt 2 eingefiilhrten Formalismus fiir Kern-
reaktionen und dem S-Matrix-Formalismus aufzeigen.
Ferner untersuchen wir die Lage der Pole der Wellen-
funktion der Relativbewegung in der Energieebene.

Durch Anwendung des Greenschen Satzes auf das
innere Gebiet bekommen wir fiir den zweiten Faktor
im zweiten Summanden von Gl. (21)

[Xs,(H—E) ®,) = (Es—E) (Xs, ®o) (A1)
— 3 @ hERIM,) " ys, (1, @ar), »
¥

wobei wir die Randbedingung Gl. (16 a) benutzt haben.
Hier steht M, fiir die reduzierte Masse der Teilchen im
Kanal y; ferner ist

ysy= (2 h? R*//M;') s (7> Xs) Ry,

und der Strich bedeutet Ableitung nach r, .

Setzen wir Gl. (A1) in Gln. (20) und (21) ein,
dann erhalten wir wegen der Vollstindigkeit des Sy-
stems der Funktionen X

(A2)

2xh2R)\:
(T —es) puatti) == 3 (2735 =) (43)
b 7
(28 Vg Xs) wBY ’
: Z T E,—E "2 (ry Pay) R,

8

13 B. Hany, D. G. Ravennare u. R. Horstaprer, Phys. Rev. 101,
1131 [1956].
14 V. F. Wersskorr, Rev. Mod. Phys. 29, 174 [1957].
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A& — Ebene € - Ebene & — Ebene
1. RIEMANN sche Fldache 2 RIEMANNsche Fldche
eE,, + 1T ® x
J

xuxx | asoe . ——— i

x ©00¢g
(o}

) 5]
Eo =0T

Abb. 1. Pole der Funktion S(¢)
in der Impulsebene (k-Ebene).

Abb. 2. Erste Riemannsche Flache der
Energieebene (e-Ebene). Es gibt keine
Pole der Funktion S (¢) in dieser Ebene.
© Pole der Gewichtsfunktion g(¢—¢,, 1);
I Integrationsweg fiir das Integral in

Abb. 3. Zweite Riemannsche Fliche der
Energieebene. Die Pole der Funktion
S(¢) im 3. bzw. 4. Quadranten der k-
Ebene liegen in der oberen bzw. unteren
Halfte dieser Fldache der ¢-Ebene.

Gl (26).

und

Pap(1g) = Z (E'?g?&)l/zg

y ?

(2p+ Xs)1p 9, ,
TEM’ (ry @ay) Ry*

(A4)

Um Ausdriicke fiir die Elemente der S-Matrix zu gewin-
nen, brauchen wir nur den Wert von ¢,5 am Rande des
inneren Gebietes. Wir werten Gl. (A 4) fiir rg=Rjp aus
und erhalten

Mg Rg\': ’
o vy 3 (re) Ror(®) Rolr @), (AS)
Y b A &

YspYsy

Rgy (E) =
5 —Es—E

mit (A6)
als Wicnerscher R-Matrix. Fiir r3 = Rs gewinnt die
Wellenfunktion ¢z der Relativbewegung im Kanal f
ihren asymptotischen Wert, den wir fiir Drehimpuls 0

schreiben als ?
[Oas €870 — Sap(e5) €*477]

_1/ M
TR Qap= 4’1{5
(A7)

(eg=h2kg*/2 Mg). Wir setzen Gl. (A7) in Gl (A5)

ein und erhalten

_ o lTiBRE)B
& _wl—iBR(E)B (48)
mit Wap=0ap € %4, Bag=0a524", Ta=kaRa.
(A9)

Somit haben wir bewiesen, dall der hier eingefiihrte
Formalismus dem S-Matrix-Formalismus vollkommen
dquivalent ist.

Fiir Einkanalreaktionen hat die S-Matrix nur ein
Element, niamlich

S(e) — e-2ikR1FiIKRR(E)

1—ikRR(E)’ (410

wobei wir den Index a weggelassen haben; es gilt

R(E) =Ruu (E) = E?_’“'E' (A11)

Fiir diesen Fall lauten Gln. (A 3) und (A 4):
(T—¢) @(t,e) =i Y2h kR e kR
: (Z (% V Xs)r ys/ (Es—E)

8

(A12)
)[l—ikRR(E)]"l

und
@(t,e)=—i)Y2hkRe ikR (A 13)
: (Z (4 X9) 1 ys/ (Es—E) ) [1-ikRR(E)]7,

wo wir die Gln. (A7) und (A 10) benutzt haben, um
die in Gln. (A3) und (A4) auftretenden Groflen
(r )'r auszuwerten.

Es ist nun zu bemerken, dal} fiir alle r sowohl die
Pole von (T —¢) @(r,¢) als auch die von @(r,¢&) mit
denen von S(E) iibereinstimmen, da fiir E— Es der
Wert von der rechten Seite von (A 12) und (A 13) end-
lich ist. Nun liegen die Pole der Funktion S(E), wie
aus allgemeinen Griinden erschlossen werden kann 1%,
in der unteren Hilfte der komplexen k-Ebene oder in
dem zweiten Riemannschen Blatt der komplexen e-
Ebene. Dies ist in den Abb. 1, 2 und 3 dargestellt (ge-
bundene Zustdnde sind ausgeschlossen).

Um den Mittelwert der Gl. (A 12) bzw. (A 13) aus-
zuwerten, konnen wir Gl. (26) benutzen, indem wir
e ik R fiir e~i¥R getzen. Die resultierenden Energie-
funktionen befriedigen die Bedingungen, die wir fiir
f(e) gefordert haben; sie sind analytisch in der ersten
Riemannschen Fliche der e-Ebene mit dem asymptoti-
schen Wert Null fiir | | — oo .

Falls wir wie in Abschn. 4 das PavLi-Prinzip befrie-
digen wollen, sind die analytischen Eigenschaften der
entsprechenden Streufunktion dieselben wie im oben er-
wihnten Fall. Im Abschn. 4 haben wir so viele Kanile
wie Teilchen in die Kernreaktion eintreten. Da sowohl
der Wert der Funktion der Relativbewegung in jedem
Kanal als auch ihre Ableitung am Kernrande unabhin-
gig vom Kanal ist, finden wir gemdB Gl. (A 5) fiir die

15 W. Scuiitzer u. J. Tromvno, Phys. Rev. 83, 249 [1951]. —
M. Mosuissky, Anais Acad. Brasil. Cienc. 25, 343 [1953].



MESSUNG DES ASYMPTOTISCHEN NEUTRONENSPEKTRUMS

Wellenfunktion im Kanal i

4
(ri @i) ri=Ri (@i ri) Ri Z Rii(e) .

1=0

Hierbei ist i Rii(e) = (Z y?z) [ (Es—E)
=0 s i
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wieder eine Wicnersche R-Funktion. Somit hat S;;(E),
die Amplitude der auslaufenden Welle im Kanal i, die-
selben analytischen Eigenschaften wie die Funktion S (¢)
in Gl. (A 10). Es sei bemerkt, daB der Wert der Streu-
amplitude unabhidngig vom Kanal ist, wie zu erwarten
war.

Messung des asymptotischen Neutronenspektrums
in einfachen Wassergeometrien*

Von K. H. Beckurts

Aus dem Institut fiir Neutronenphysik und Reaktortechnik, Kernforschungszentrum Karlsruhe
(Z. Naturforschg. 16 a, 611—619 [1961] ; eingegangen am 29. April 1961)

Es wird iiber ein MeBverfahren berichtet, das die Beobachtung des asymptotischen Neutronen-
energiespektrums in gepulsten Neutronenfeldern erlaubt. Das Verfahren wird auf einfache Wasser-
geometrien angewandt (Wiirfel mit geometrischen Formfaktoren im Bereich 0,1 ... 1 cm—2). Dabei
wird jeweils das FluBspektrum in der Mitte des Streumediums und das Ausfluspektrum beobachtet.
Der aus integralen Messungen bekannte Diffusionskiihlungseffekt kann deutlich als eine Verschie-
bung der Spektren mit abnehmenden Lineardimensionen der Streumedien beobachtet werden.

In einer typischen Moderatorsubstanz (Graphit,
H,0, D,0, Be) werden schnelle Neutronen innerhalb
sehr kurzer Zeit abgebremst und thermalisiert. Sie
gelangen dabei in einen asymptotischen Zustand, in
dem sich ihre mittlere Energie nicht mehr &dndert,
da sie im Zeitmittel bei Stoflen mit den Teilchen der
Moderatorsubstanz ebensoviel Energie abgeben, wie
sie aus deren thermischer Bewegung gewinnen. Ist
der Moderator sehr ausgedehnt und fangt er Neutro-
nen nicht ein, so liegt im asymptotischen Zustand
ein echter Gleichgewichtszustand zwischen Neutronen
und Moderator vor; die Energieverteilung der Neu-
tronen ist exakt eine MaxweLL-Verteilung mit der
Moderatortemperatur Ty . Das trifft auch dann noch
zu, wenn das Streumedium Neutronen einfangt und
sein Einfangquerschnitt — wie dies meist der Fall
ist — dem 1/v-Gesetz gehorcht. Ist dagegen das
Streumedium so klein, da8 merkliche Neutronenver-
luste durch AusfluBl auftreten, so wird das asympto-
tische Spektrum in der Regel keine ungestorte Gleich-
gewichtsverteilung sein, vielmehr wird der energie-
abhingige Mechanismus der Diffusion dieses Spek-
trum mitunter empfindlich beeinflussen. Dabei wird
auch eine Ortsabhingigkeit der asymptotischen Ver-
teilung auftreten, die insbesondere in der Nahe von
Grenzflachen spiirbar wird.

* Eine vorlaufige Mitteilung erschien in anderem Zusammen-
hang 1.

1 K. H. Beckurts, Nucl. Instrum. 11, 144 [1960].

2 M. J. Pootg, J. Nucl. Energy 5, 325 [1957].

Bei bisherigen Aufnahmen differentieller Neu-
tronenspektren wurde nicht das asymptotische, son-
dern das ,stationare“ Spektrum, d. h. die Energie-
verteilung der Neutronen in einem Reaktor oder in
einem Streumedium, in dem sich stationire Neutro-
nenquellen befinden, beobachtet 273, Dieses statio-
nire Spektrum ist ein Mittelwert tiber die Neutronen-
energieverteilung wihrend aller Stadien des Brems-
und Thermalisierungsprozesses und enthélt daher
wesentliche Bestandteile ,,nichtasymptotischer Neu-
tronen. Feinheiten wie etwa die Modifikation des
asymptotischen Spektrums durch Diffusionseffekte
lassen sich dabei nicht erkennen. Es wurde daher
ein MeBverfahren entwickelt, das die Beobachtung
asymptotischer Spektren erlaubt. Uber dieses MeB-
verfahren und seine Anwendung auf einfache Was-
sergeometrien wird in der vorliegenden Arbeit be-
richtet.

Fir die Bestimmung von Reaktorspektren haben
Untersuchungen der asymptotischen Energievertei-
lung keine direkte Bedeutung. Sie sind dagegen in-
teressant fiir die Analyse von integralen Experimen-
ten an gepulsten Neutronenfeldern, die in den letz-
ten Jahren von vielen Autoren angestellt worden
sind. Bei diesen Experimenten werden periodische
Stofe schneller Neutronen in eine Moderatorsubstanz

3 R.S.Srone u. R.E.Srovaczek, Nucl. Sci. Eng. 6,466[1959].

4 J.R. Bevster et al.,, Trans. Amer. Nucl. Soc. 3, 1, 157
[1960].

5 V. I. Mostovor et al., Genf 1958 P/2152.



